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 هابرد آنرچنبره و کا یند انتشار رویآماری دو فرابررسی 

‌

زادهیعلگل‌یموس‌،یمیلاد‌رحیم
*

‌:‌

  دانشكده‌علوم‌ریاضی،‌گروه‌آمار،‌ت‌مدرسیدانشگاه‌ترب

‌11/6/13پذیرش‌‌‌4/4/19دریافت‌

 چکیده

حركت‌براونی‌و‌فرایند‌‌انتشار‌مثل‌فرایندهایهای‌مختلف‌علوم‌از‌جمله‌علوم‌زیستی،‌به‌محققان‌در‌زمینه‌‌‌‌‌‌

‌بك‌اولن-اورنشتاین ‌دارند‌كلاسی‌از‌فرایندهای‌تصادفی‌هستندکه ‌ویژه ‌توجه ‌چنین‌فرایندهایی‌معمولا‌‌در‌بررسی.

‌آنفرض‌می ‌از ‌حاصل ‌مشاهدات ‌شود ‌اقلیدسی ‌فضاهای ‌در ‌دارندها ‌قرار ‌در. ‌از‌اما ‌فیزیكی،‌پدیده بعضی های

‌داده ‌به‌دلیلی‌مثل‌تناوبی‌بودن‌مقادیری‌از‌فضاهای‌اقلیدسی‌به‌حساب‌هایی‌یافت‌میشیمیایی‌و‌زیستی‌ ‌كه شوند

‌آیندنمی ‌آن‌در‌نتیجه. ‌مدلها ‌برای‌فضاهایبندیبا ‌‌های‌معمول‌ریاضی‌كه ‌دارند .‌شوندبررسی‌نمیاقلیدسی‌وجود

‌تحلیل‌آن‌علاوه ‌بررسی‌و ‌نظر‌آمار، ‌از‌نقطه ‌از‌روشبر‌این، ‌استفاده ‌با ‌آمار‌خطی‌ممكن‌نیستها .‌های‌مرسوم

مثالی‌از‌این‌شوند‌میها‌استفاده‌بینی‌ساختار‌اصلی‌پروتئینبندی‌و‌پیشدوسطحی‌كه‌برای‌شناسایی،‌مدل‌هایاویهز

‌بندی‌مناسبرود‌مدلدهند،‌در‌نتیجه‌انتظار‌میمی‌چنبره‌نمایش‌روی‌مقادیری‌را‌وایااین‌ز‌چون‌.هاستدست‌داده

‌فعالیت‌آماری ‌به ‌كمك‌شایانی ‌بتواند ‌شبیهفرایندهای‌انتشار‌روی‌چنبره ‌در‌های‌معطوف‌به سازی‌پویای‌مولكولی

سیل‌چنبره،‌معادلت‌دیفران‌ویهای‌ریمانی‌راستفاده‌از‌فاصله‌با‌این‌مقاله،‌در‌.ها‌كندبینی‌ساختار‌اصلی‌پروتئینپیش

سپس‌‌.شوددست‌آورده‌میهب‌این‌شکل‌هندسیبك‌روی‌اولن-حركت‌براونی‌و‌فرایند‌اورنشتایننمایش‌تصادفی‌برای‌

‌محاسب ‌مانای‌فرایندهای‌‌ۀبا ‌ارزیابی‌تعدادی‌از‌توزیعتوزیع ‌و ‌بررسی‌شده ارتباط‌نتایج‌های‌غیراقلیدسی‌موجود،

 .شدحاصل‌با‌مفاهیم‌موجود‌در‌آمار‌غیرخطی‌برجسته‌خواهد‌

‌.یهای‌مانا،‌آمار‌غیرخطدیفرانسیل‌تصادفی،‌توزیع‌ۀفرایندهای‌‌انتشار،‌معادل:‌های کلیدیواژه

 

‌مقدمه

‌که‌های‌تاریخی‌نشان‌می‌بررسی ‌‌مندیعلاقهدهند ‌متوجه‌های‌تصادفی‌آنپدیده‌بندیمدلدانشمندان‌به ‌را ها

ها‌فرایندهای‌انتشارآن‌از‌میان.‌ویژه‌فرایندهای‌ماركف‌كرده‌استفرایندهای‌تصادفی‌به
1
ای‌نقش‌بسیار‌برجسته‌

ترین‌و‌پركاربردترین‌فرایندهای‌‌یكی‌از‌مهم‌.های‌طبیعی‌دارندبندی‌الگوهای‌تصادفی‌موجود‌در‌پدیدهدر‌مدل

‌حركت‌براونی‌است ‌وینر‌یا ‌انتشار‌فرایند ‌شناس‌اسكاتلندی‌در‌سال‌. ‌كه‌رابرت‌براون‌گیاه ‌1191این‌فرایند

‌ریاضی‌نحو‌کردمعرفی‌ ‌گرد‌ۀبرای‌توجیه ‌مولكول‌ۀبرخورد ‌گیاهان‌با ‌شدهای‌آب‌استفاده با‌‌جالب‌است‌که.

كاربرد‌مستقیم‌آن‌در‌از‌این‌رو،‌.‌]13[‌هیچ‌جا‌مشتق‌پذیر‌نیست‌آنرهای‌حركت‌براونی،‌پیوستگی‌مسیوجود‌

‌پدیده ‌از ‌بعضی ‌نیستتوصیف ‌ممكن ‌تصادفی ‌های ‌به. ‌برای ‌مثال، ‌عنوان ‌حبررسی ‌ذره،‌سرعت ‌یك ركت

                                                           
*

‌golalizadeh@modares.ac.irنویسندۀ مسئول   

1. Diffusion‌ 
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‌كرد‌توان‌مستقیماا‌‌نمی ‌از‌حركت‌براونی‌استفاده ‌اولنب. ‌اورنشتاین‌و ‌این‌مشکل، ‌بک‌رای‌رفع معروف‌فرایند

9    بك‌اولن-اورنشتاین
بندی‌سرعت‌ذره‌معلق‌در‌جسم‌سیال‌كه‌وضعیت‌آن‌در‌زمانی‌خاص‌با‌را‌برای‌مدل‌

‌براونی‌توصیف‌می ‌92]‌كردند‌ارائه‌شود،فرایند ‌نیز‌در‌مدل‌این[. های‌تصادفی‌بندی‌بسیاری‌از‌پدیدهفرایند

‌.‌‌شود‌استفاده‌می

‌ ‌در ‌داده‌بررسیفرض‌معمول ‌است‌كه ‌این ‌تصادفی ‌مرسوم ‌فرایندهای ‌بررسیاكثر ‌‌‌‌‌‌‌‌‌رخدادهای‌‌شده‌های

توان‌نمیای‌است‌كه‌گونههای‌آماری‌بهاما‌گاهی‌اوقات‌ماهیت‌داده.‌آزمایش‌تصادفی‌از‌فضای‌اقلیدسی‌هستند

های‌سوداریكی‌از‌این‌موارد‌داده.‌ها‌را‌برآمدی‌از‌یك‌فضای‌اقلیدسی‌در‌نظر‌گرفتآن
3
است‌كه‌به‌مشاهدات‌با‌‌

‌‌ۀانداز ‌فضای ‌در  واحد
 

‌می‌   ‌، ‌گردداطلاق ‌دادهمثال. ‌از ‌سوداهایی ‌های ‌زاویر ‌از پرواز‌‌ۀعبارتند

‌زاوی ‌و‌زوایای‌دوسطحی‌حقرار‌گرفتن‌قطب‌ۀپرندگان، ‌ای‌یك‌مولکولهاصل‌از‌موقعیت‌اتمنما بحث‌جامع‌.

‌دگونه‌دادهراجع‌به‌این‌و‌ریاضی‌آماری ‌موجود‌است‌]11[ر‌ها های‌سویی‌بندی‌فرایندهای‌تصادفی‌دادهمدل.

‌به‌خود‌‌اننظر‌محقق‌،های‌متنوعپدیده‌بررسیكاربرد‌آن‌در‌‌که‌اخیراا‌‌استجدیدی‌از‌تحقیق‌‌ۀحوز زیادی‌را

جاست‌که‌بدون‌توجه‌به‌کاربرد‌حرکت‌براونی‌در‌فضای‌نااقلیدسی،‌یوشیدا‌در‌دهۀ‌‌اینجالب‌.‌جلب‌كرده‌است

‌[.‌3]پنجاه‌به‌بررسی‌این‌حرکت‌در‌کره‌سه‌بعدی‌پرداخت‌

4     ‌دیفرانسیل‌تصادفی‌ۀیکی‌از‌ابزارهای‌مفید‌برای‌توصیف‌تغییرات‌فرایندهای‌تصادفی‌معادل
.‌است‌

‌ ‌حال، ‌این ‌معادلت‌با ‌این ‌سادگحل ‌نیستبه ‌معمولی ‌یافتن‌جواب‌برای‌معادلت‌دیفرانسیل ‌ی ‌ۀمحاسببرای‌.

در‌منابع‌مرتبط‌با‌فرایندهای‌تصادفی‌به‌انتگرال‌که‌‌فرمولی‌را‌ارائه‌كرد[‌1]ایتو‌‌   ‌مرتبط‌باهای‌انتگرال

‌انتگرال‌ایتو تصادفی‌یا
 
‌ایتو‌برای‌حل‌انتگرال‌لزم‌به‌ذكر‌است‌كه.‌معروف‌شد‌ ساخت‌‌های‌تصادفیانگیزه

تواند‌گام‌مناسبی‌را‌برای‌دسترسی‌میها‌‌   حل‌تحلیلی‌توجه‌شود‌که‌اگرچه‌.‌[11]‌بود‌   ‌‌بافرایند‌انتشار‌

‌كند ‌مهیا ‌فرایند ‌یك ‌پاسخ ‌نیست‌به ‌ممکن ‌اینکار ‌انجام ‌مواقع ‌بسیاری‌از ‌در ‌ولی ‌حالت. ‌این ‌تقریبی‌در ‌‌حل

ها‌در‌منابعی‌های‌متنوعی‌برای‌‌حل‌عددی‌آنکه‌روشآید‌دست‌می‌به‌معادلت‌از‌طریق‌گسسته‌سازی‌گونه‌این

‌.وجود‌دارد[‌11]مثل‌

‌پیش ‌در ‌آمار ‌كاربردهای‌نوین ‌استیكی‌از ‌پروتئین ‌بینی‌ساختار ‌مرسوم. های‌موجود‌ترین‌روشیکی‌از

‌جمع ‌نام ‌[93]است‌ای‌آوری‌قطعهروشی‌به ‌که‌روشی‌‌در‌مقابل‌آن،. ‌دارد های‌احتمالی‌بر‌اساس‌مدلوجود

‌است‌‌هپای ‌[2]ریزی‌شده ‌اتم. ‌هندسی ‌برای‌معرفی‌مکان ‌زاویۀ ‌از ‌استفاده ‌بین، ‌این ‌در ‌زنجیرها اصلی‌ۀدر
6
‌

‌ ‌داردپروتئین ‌خاصی‌قرار ‌توجه ‌مورد ‌پایه. ‌امکان ‌آن ‌پیوسته‌هایمدلریزی‌دلیل ‌بهره‌احتمالی برداری‌از‌و

‌های‌آماری‌غیراقلیدسی‌استتوزیع .‌ ‌که ‌کنید ‌مشاهدات‌گونه‌به‌هاپروتئین‌ساختار‌بسیاری‌ازتوجه ای‌است‌که

بررسی‌و‌مطالعه‌.‌در‌نظر‌گرفته‌شوندهای‌آماری‌روی‌سطح‌چنبره‌صورت‌دادهتوانند‌بهمیها‌حاصل‌از‌آن

دهد‌دادند،‌نشان‌میرا‌مدنظر‌قرار‌پروتئین‌جفت‌زوایای‌از‌مقالت‌علوم‌زیستی‌که‌رفتارهای‌تصادفی‌بخشی‌

‌فرایندهامدل‌که ‌آماری ‌پدیدهبندی ‌این ‌انتشار ‌حوز‌زیستی‌ی ‌در ‌تحقیقاتی ‌موضوعات‌نوین ‌زیستی‌ۀاز ‌علوم

                                                           
2. Ornstein-Uhlenbeck‌ 

3. Directional‌ 

4. Stochastic Differential Equation (SDE)‌ 

5. It  Integral‌ 

6. Backbone‌ 
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 ‌73                 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌هاآماری‌دو‌فرایند‌انتشار‌روی‌چنبره‌و‌کاربرد‌آن‌بررسی

تا‌جایی‌که‌نویسندگان‌مقاله‌حاضر‌اطلاع‌دارند‌تنها‌منبع‌موجود‌که‌به‌این‌موضوع‌.‌است‌ویژه‌بیوانفورماتیک‌به

‌.‌صورت‌ذیل‌تدوین‌شده‌استمقاله‌حاضر‌بهبندی‌بهتر،‌مطالب‌برای‌دسته‌.است[‌91]پرداخته‌

‌مقدمه‌بعددر‌بخش‌ ‌نحوابتدا ‌انتشار‌و ‌از‌فرایند ‌ۀسپس‌نحو‌و‌های‌مانای‌آن‌بیانتوزیع‌ۀمحاسب‌ۀای‌گذرا

گر‌‌عمل‌ای‌از‌آمار‌در‌فضای‌نااقلیدسی‌و‌معرفیدر‌ادامه‌با‌ارائه‌مقدمه‌.شودارائه‌می‌   با‌‌هاآنبندی‌‌مدل

‌   ‌در‌پی‌آن.‌شودبررسی‌میی‌در‌فضاهای‌نااقلیدسی‌یفرایندهاچنین‌بندی‌‌مدل،‌نحوۀ‌مشخصه‌فرایند‌انتشار

‌ ‌بهدر‌انتها‌.آیددست‌می‌بهحركت‌براونی‌روی‌چنبره ‌  ‌فرایند‌بندی‌زوایای‌دوسطحی‌پروتئینمدلمنظور‌‌،

‌.شودمحاسبه‌میو‌توزیع‌مانای‌آن‌‌پیشنهادروی‌چنبره‌‌

 

‌آن یع مانایند انتشار و توزیفرا

‌ ‌فرایند ‌انتشار‌ماركف‌زمان‌پیوسته‌كه‌مسیرهای‌نمونهاز‌نقطه‌نظر‌ریاضی، ‌فرایند ای‌آن‌پیوسته‌باشد‌را

دلیل‌اصلی‌.‌شودكار‌گرفته‌میگیری‌و‌ساخت‌بسیاری‌از‌فرایندهای‌دیگر‌بهاین‌فرایند‌در‌شکل[.‌19]نامند‌می

‌می ‌را ‌موضوع ‌بهاین ‌ویژگی‌توان ‌خاصیتعلت ‌شامل ‌فرایند ‌این ‌شده ‌شناخته ‌گاهای ‌ماركفی، وسی،‌های

مارتینگل
1
‌فرایندهای‌انتشار‌را‌با‌‌دو‌شاخصه‌معرفی‌می[.‌99]بودن‌و‌پیوستگی‌مسیرش‌دانست‌‌ کنند‌معمولا

ها‌ضرایب‌رانشبه‌آن[‌92]و‌[‌91]که‌در‌اكثر‌منابع‌مرتبط‌با‌فرایندهای‌تصادفی‌مانند‌
1
‌.‌گویندو‌انتشار‌می‌

های‌یكی‌از‌ویژگی.‌است(‌فرایند‌وینر)حركت‌براونی‌ترین‌فرایندهای‌انتشار،‌که‌اشاره‌شد‌یكی‌از‌مهم‌چنان

‌مشتق ذره‌‌گر‌وضعیت‌براونی‌بیان رو‌اگر‌حركتاز‌این .پذیر‌نیستخاصش‌این‌است‌كه‌مسیرهایش‌هیچ‌جا

برای‌حل‌این‌مشكل‌از‌.‌توان‌سرعت‌ذره‌را‌تعیین‌كردگیری‌از‌آن‌نمیباشد،‌با‌مشتق‌ معلق‌در‌آب‌در‌زمان‌

بندی‌سرعت‌یك‌ذره‌معلق‌در‌جسم‌سیالبرای‌مدل[‌92]این‌فرایند‌را‌ .شودمی‌استفاده‌  فرایند‌
1
 كه‌وضعیت‌

‌.آیدجزئیات‌ریاضی‌این‌فرایند‌در‌ادامه‌می.‌شود،‌معرفی‌کردبا‌فرایند‌براونی‌توصیف‌می‌ در‌زمان‌ آن

ترتیب‌ضرایب‌رانش‌و‌‌به‌          و‌           و‌  دهنده‌فرایند‌‌نشان‌       اگر‌

‌،‌دارای‌توزیع‌‌نرمال‌با‌میانگین    به‌شرط‌‌      گاهانتشار‌فرایند‌باشند‌آن

                         

‌و‌واریانس‌‌

                    
       

  
     

‌.‌[9]‌تنها‌فرایند‌انتشاری‌است‌كه‌گاوسی‌و‌مانا‌است‌  فرایند‌توجه‌شود‌که‌.‌است‌

صورت‌گذرا‌به‌توزیع‌مانای‌فرایند‌است‌که‌به‌ۀفرایندهای‌تصادفی‌محاسب‌بررسییكی‌از‌مسائل‌مورد‌علاقه‌در‌

‌:به‌این‌شرح‌استآن‌‌ۀچنین‌روش‌محاسب‌مفهوم‌آن‌و‌هم

‌        ،‌تابع‌چگالی‌انتقال‌     و‌هر‌   فرایند‌انتشار‌همگن‌باشد‌و‌برای‌هر‌‌‌  فرض‌كنید‌‌‌‌‌

و‌‌  ‌با‌دامنه‌‌    اگر‌تابع‌‌.ترتیب‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشار‌فرایند‌باشندهب‌     و‌       موجود،

                                                           
7. Martingale‌ 

8. Drift‌ 
9. Fluid‌ 
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 در‌‌معادله‌‌‌ردب

     
 

   
              

 

 

 
    

  

     
              

 
                         ‌(1)  

در‌حالت‌یک‌بعدی‌.‌]92[‌خواهد‌بود‌    گاه‌فرایند‌انتشار‌مربوط،‌مانا‌و‌توزیع‌مانای‌آن‌برابر‌صدق‌كند‌آن

‌:بدین‌صورت‌است‌صریحی‌برای‌توزیع‌مانای‌یک‌فرایند‌انتشار‌وجود‌دارد‌که‌تشریح‌روابط‌مربوط‌ۀمعادل

‌توابع.‌باشد‌       بازه‌صورت‌‌بهفرایند‌انتشار‌یك‌متغیره‌با‌فضای‌حالت‌‌  فرض‌كنید‌

           
     

     
  

 

  

            
 

 

        
 

         
                                                       ‌(9)  

‌صورتهفرایند‌ب‌توزیع‌مانای(‌‌1)‌ۀبا‌حل‌رابط‌،[13]بنا‌به‌.‌نظر‌بگیرید‌را‌در

       
    

         
   

 

         
                 

.‌در‌شرایط‌تابع‌چگالی‌صدق‌کند‌    شوند‌كه‌طوری‌تعیین‌می‌  و‌‌  آید‌كه‌در‌آن‌مقادیر‌ثابت‌دست‌می‌به

‌  ابتدا‌‌معمولا‌در‌این‌حالت‌.‌نهایت‌شودبی‌       نقاط‌انتهایی‌بازه‌‌در‌    ممكن‌است‌تابع‌شود‌که‌توجه‌

‌برابر‌اشروی‌بازه‌    انتگرال‌شود‌که‌‌طوری‌محاسبه‌می‌  د‌و‌سپس‌مقدار‌وشمیبرابر‌صفر‌قرار‌داده‌

‌،‌تابع‌چگالی‌‌مانای‌فرایند‌یكتا‌و‌برابر‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌طور‌خلاصه‌به.‌یک‌شود

     
    

       
 

 

 
 

                         
 

 

                                  (3)  

‌.موجود‌است[‌13]و‌یکتایی‌تابع‌چگالی‌در‌‌       بحث‌جامع‌راجع‌به‌وضعیت‌نقاط‌‌بازه‌.‌است

‌می ‌این‌است‌که ‌فرایندهای‌انتشار ‌اهمیت‌در‌مورد ‌نکات‌حائز ‌آنیکی‌از ‌ضرایب‌رانش‌و‌توان ‌با ‌را ها

‌به ‌تعیین‌كرد‌انتشار ‌كامل ‌ .طور ‌توزیع‌علاوه ‌انتشار، ‌تحت‌فرضیات‌مناسبی‌روی‌ضرایب‌رانش‌و ‌این، بر

‌با‌ضرایب‌مربوطه‌در‌معادلت‌دیفرانسیل‌مشخصی‌صدق‌می ‌ترکیب‌شده ‌كنندمانای‌فرایند این‌معادلت‌را‌.

رو‌معادلت‌پیش
11
روی‌كولموگوروف‌و‌پس‌

11
‌این‌حال،‌حل‌مستقیم‌این‌ .نامندمی(‌   و‌    ترتیب‌به)‌ با

‌.‌معادلت‌و‌یافتن‌توزیع‌مانای‌فرایند‌بررسی‌شده‌جز‌در‌مواردی‌خاص‌ممكن‌نیست

یكی‌از‌.‌سزایی‌دارد‌شناسایی‌و‌ساخت‌فرایندهای‌انتشار‌در‌فضاهای‌خاص‌مانند‌فضای‌نااقلیدسی‌اهمیت‌به

كارگیری‌نظریه‌ایتو‌در‌معرفی‌فرایند‌‌و‌به‌فرایند‌انتشار‌استفاده‌از‌ماتریس‌تانسور های‌آسان‌برای‌ساخت‌روش

‌:تر‌این‌موضوع‌بدین‌صورت‌است‌،‌جزئیات‌بیش[11]با‌الهام‌از‌.‌است‌    با

‌

 ند انتشاریو فرا یل تصادفیفرانسیدمعادلات 

‌معادل ‌که ‌داریم ‌بین‌یك‌تابع‌و‌مشتقات‌آن‌است‌ۀگر‌رابطبیان دیفرانسیل،‌ۀاز‌ریاضیات‌مقدماتی‌بیاد این‌.

‌مدل ‌برای ‌پدیدهمعادلت ‌از ‌بسیاری ‌زیستبندی ‌مهندسی، ‌فیزیكی، ‌دارندهای ‌كاربرد ‌غیره ‌و .‌]12[‌شناسی

‌‌ۀعنوان‌مثال‌معادل‌به

                                                           
10‌.Kolmogorov Forward Equation‌ 
11‌.Kolmogorov Backward Equation‌ 
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                                                                          9  

‌نشان‌می‌ۀمعادلیک‌ نرخ‌نسبی‌رشد‌در‌‌  و‌‌ معرف‌حجم‌نمونه‌در‌زمان‌‌  دهد‌كه‌در‌آن‌دیفرانسیل‌را

ها‌برخی‌از‌های‌رگرسیونی‌و‌سری‌زمانی‌كه‌در‌آنهای‌آماری،‌مثل‌مدلمانند‌بسیاری‌از‌مدل.‌است‌tزمان‌

‌‌بررسیمتغیرهای‌ ‌نیز‌(2)‌ۀ،‌ضریب‌معادلهستندتصادفی‌شده ‌درنظر‌گرفتتوان‌تصادفی‌می‌را رو‌از‌این.

‌:است‌صورت‌دینب‌‌(2)در‌معادله‌‌  فرض‌كنید‌تغییرات‌

 نوفه      

‌ۀبا‌این‌فرض‌‌معادل.‌و‌فقط‌توزیع‌احتمال‌آن‌معلوم‌است‌نیستمشخص‌‌در‌این‌تساوی‌كاملاا‌"‌نوفه"كه‌رفتار‌

‌به.‌شوددیفرانسیل‌تصادفی‌تبدیل‌می‌ۀبه‌معادل‌(2) معادله‌دیفرانسیلی‌كه‌ضرایب‌آن‌متغیر‌تصادفی‌‌[91]‌بنا

‌معادله‌دیفرانسیل‌تصادفی‌می ‌لحاظ‌حركت‌براونی‌بهاکنون‌می.‌گویندباشد‌را عنوان‌یک‌نوفه‌صورت‌توان‌با

‌.نوشت‌   کلی‌فرایندها‌را‌برحسب‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ۀشده‌‌معادلبر‌مطالب‌ذكر‌‌صورت‌بنادر‌این.‌است‌ معرف‌یك‌حركت‌براونی‌در‌زمان‌‌  فرض‌كنید‌

(1‌)                          

‌:نیز‌نوشتصورت‌دین‌گر‌انتگرال‌ب‌كمك‌عمل‌توان‌‌بهرا‌می(‌‌1)‌ۀمعادل.‌است‌  فرایند‌‌   معرف‌

(2‌)                             
 

 

 

 
 

مانند‌انتگرال‌ریمان‌اشتیلیس‌ تواناست‌را‌نمی‌  كه‌انتگرال‌نسبت‌به‌حركت‌براونی‌(‌2)‌ۀقسمت‌دوم‌رابط

به‌انتگرال‌ایتو‌و‌ توانها‌میكردهای‌گوناگونی‌برای‌حل‌این‌انتگرال‌وجود‌دارد‌كه‌از‌جمله‌آن‌روی.‌بیان‌كرد

انتگرال‌استراتونویج
19
یكی‌از‌‌.ایمکرده‌ف‌به‌انتگرال‌ایتوتنها‌معطومان‌را‌توجه‌این‌مقاله‌‌در‌ایناشاره‌كرد‌كه‌ 

کارگیری‌قاعده‌زنجیریههای‌مهم‌انتگرال‌ایتو‌امکان‌بجنبه
13
در‌انتگرال‌ ،تردقیق‌بیانیبه‌.‌برای‌حل‌آن‌است‌

شرط‌لزم‌و‌كافی‌برای‌استفاده‌از‌.‌كند،‌استفاده‌كردزنجیری‌عمل‌می‌ۀتوان‌از‌فرمول‌ایتو‌كه‌مانند‌قاعدایتو‌می

توان‌بر‌اساس‌این‌ویژگی‌و‌با‌كاربرد‌فرمول‌ایتو‌می.‌این‌است‌كه‌فرایند‌مورد‌نظر‌فرایند‌ایتو‌باشد‌فرمول‌ایتو

 .وجود‌دارد‌[91]‌تر‌در‌این‌مورد‌در‌جزئیات‌بیش.‌دست‌آورد‌همتناظرش‌ب‌    فرایند‌جدیدی‌را‌با

‌

 یدسینااقل یآمار در فضا

های‌آماری‌كه‌در‌فضای‌راجع‌به‌مشاهدات‌و‌دادهآماری‌‌حد‌و‌وصف‌مطالب‌ریاضی‌وتئوری‌و‌بسط‌بی

‌نیست ‌اقلیدسی‌قرار‌دارند‌بر‌كسی‌پوشیده ‌محققاین‌پیشرفت. ‌مسائل‌و‌ایدهاها ‌با های‌جدیدی‌روبرو‌کرده‌ن‌را

غیرخطی‌یا‌نااقلیدسی‌یاد‌ر‌ها‌به‌آمااز‌این‌دست‌داده.‌شودها‌به‌چالش‌كشیده‌میاست‌كه‌نقش‌آمار‌اقلیدسی‌در‌آن

‌سال‌شودمی ‌در ‌محققکه ‌اخیر ‌نقش‌آناهای ‌كاربردی ‌آمار ‌كامپیوتری،‌ن ‌و ‌محیطی ‌زیستی، ‌علوم ‌در ‌را ها

گردند‌که‌هایی‌اطلاق‌میای،‌كروی‌و‌شكل‌به‌دادهآمار‌نااقلیدسی‌مثل‌آمار‌دایره‌[11]‌بنا‌به.‌دندکرتر‌برجسته

‌فضای ‌در ‌را ‌یمقادیرشان ‌می‌ ‌اختیار ‌كنند‌نااقلیدسی ‌حالت‌خا. ‌از ‌نااقلیدسییكی ‌است‌،ص‌آمار ‌سودار ‌آمار

[11]‌ ‌سال. ‌حوزهدر ‌در ‌بسیاری ‌دانشمندان ‌اخیر ‌زیستهای ‌مثل ‌علوم، ‌مختلف ‌و‌های ‌هواشناسی شناسی،

                                                           
12.‌Stratonovich integral‌ 
13.‌ Chain rule‌‌ 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌بیوانفورماتیك‌ ‌از‌دادهخاص‌این‌نوع‌به ‌کردهها ‌توجه ‌بهاند ‌مثال‌مناسب‌برای‌هر‌کدام ‌ازکه :‌ترتیب‌عبارتند

بینی‌ساختار‌اصلی‌اجرت‌به‌مناطق‌دیگر،‌بررسی‌جهت‌حركت‌باد‌و‌پیشپرواز‌پرندگان‌در‌مه‌ۀبررسی‌زاوی

های‌داده‌ها‌برای‌توصیفترین‌مثالساده یكی‌از.‌ها‌آن‌ۀدهندهای‌تشکیلها‌بر‌اساس‌زوایای‌درونی‌اتمپروتئین

های‌اساسی‌داده‌ویژگی.‌افتدهایی‌است‌که‌مقادیرش‌روی‌دایره‌اتفاق‌میی‌است‌و‌آن‌دادهاهای‌دایرهداده‌،سودار

های‌روی‌طور‌دقیق،‌اگر‌دادهبه(.‌ها‌دارای‌دور‌هستند‌داده)سان‌است‌‌ها‌یكای‌این‌است‌كه‌آغاز‌و‌پایان‌آندایره

‌با‌زاوی باید‌این‌‌رو،از‌اینمعادل‌هم‌هستند‌‌    ‌و‌گاه‌واضح‌است‌زوایای‌،‌آنکنیممشخص‌‌ۀدایره‌را

‌.‌موضوع‌در‌محاسبات‌آماری‌راجع‌به‌زوایا‌مدنظر‌قرار‌گیرد

توان‌انتظار‌داشت‌معیارهای‌های‌خاص‌آمار‌سودار‌مثل‌تناوبی‌بودن،‌میدلیل‌ویژگیکه‌بیان‌شد‌به‌کهچنان

یكی‌از‌.‌باشندهای‌روی‌دایره‌یا‌هر‌داده‌نااقلیدسی‌دیگر‌نطور‌مستقیم‌قابل‌استفاده‌برای‌داده‌مرسوم‌آمار‌خطی‌به

های‌سودار‌براساس‌قاعده‌جمع‌مشاهدات‌تقسیم‌بر‌این‌موارد‌معیار‌مركزی‌میانگین‌حسابی‌است‌كه‌برای‌داده

از‌ابزارهای‌طور‌دقیق،‌یكی‌‌به.‌مورد‌دیگر‌مربوط‌به‌تعریف‌مدل‌احتمالتی‌است.‌كندتعداد‌مشاهدات‌عمل‌نمی

‌برای‌بررسی‌رفتارهای‌تصادفی‌داده ‌های‌سودامفید ‌استتوزیع‌بررسیر، ‌این‌فضا ‌های‌آماری‌در توان‌می.

‌برای‌دادهانتظار‌داشت‌که‌توزیع‌نرمال‌نمی ‌مستقیماا ‌از‌این‌های‌سودار‌بهتواند ‌توزیعکار‌گرفته‌شود های‌رو،

میسزها،‌توزیع‌فوناین‌توزیع‌یكی‌از.‌دیگری‌دراین‌حوزه‌نقشی‌اساسی‌دارند
14
این‌توزیع‌مثل‌.‌است‌    ‌

.‌كند‌ایفا‌مینقش‌مهمی‌در‌استنباط‌آماری‌روی‌دایره‌‌،توزیع‌نرمال‌كه‌دارای‌كاربردهای‌زیادی‌در‌آمار‌است

‌برابر‌‌‌و‌ با‌پارامترهای‌‌ای‌میسز‌برای‌متغیر‌تصادفی‌دایرهتابع‌چگالی‌توزیع‌فون
(1‌‌)          

 

       
                                       

تابع‌بسل‌تغییر‌‌     علاوه،‌‌به.‌[11]‌گویندرا‌پارامتر‌تمركز‌می‌را‌میانگین‌سودار‌و‌‌پارامتر‌‌که‌است

‌.[1]‌یافته‌‌نوع‌اول‌‌و‌از‌مرتبه‌صفراست

‌

 بندی  فرایندهای انتشار در فضاهای نااقلیدسیمدل

های‌گوناگون‌بندی‌پدیدهخصوص‌فرایندهای‌انتشار‌برای‌مدلهبیان‌شد‌فرایندهای‌تصادفی‌و‌بقبلاا‌كه‌‌کهچنان

‌می‌به ‌گرفته ‌شوندكار ‌علاق. ‌موضوعات‌مورد ‌از ‌به بررسی‌انمحقق‌ۀیكی ‌مربوط ‌تصادفی رفتار‌‌فرایندهای

بندی‌فرایندهای‌انتشار‌در‌فضای‌نااقلیدسی‌كمك‌شایانی‌به‌رود‌مدلانتظار‌می.‌های‌نااقلیدسی‌است‌تصادفی‌داده

برای‌نیل‌به‌این‌هدف‌به‌چند‌ابزار‌ریاضی‌نیاز‌داریم‌‌.باشدها‌گونه‌‌داده‌این‌به‌اری‌از‌مسائل‌‌مربوط‌حل‌بسی

‌:که‌بدین‌شرح‌است

‌یك‌عمل ‌انتشار، ‌فرایند ‌متناظر‌با ‌مشتقات‌جزئی‌مرتب‌از‌نقطه‌نظر‌ریاضی، دوم‌وجود‌‌ۀگر‌دیفرانسیلی‌با

گر‌و‌با‌استفاده‌از‌‌از‌این‌رو‌با‌داشتن‌این‌عمل.‌رایند‌داردمستقیمی‌با‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشار‌ف‌ۀدارد‌كه‌رابط

بندی‌متناظر‌مدل‌   ‌وسیلۀبهراحتی‌فرایند‌انتشار‌مورد‌نظر‌را‌‌توان‌بهقبل،‌می‌هایشده‌در‌بخش‌ارائهمطالب‌

لزم‌به‌ذكر‌است‌.‌[99]‌گر‌ساخت‌حركت‌براونی‌روی‌خمینه‌ریمانی‌است‌یكی‌از‌كاربردهای‌این‌عمل.‌كرد

                                                           
14. Von Mises distribution‌ 
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 ‌07                 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌هاآماری‌دو‌فرایند‌انتشار‌روی‌چنبره‌و‌کاربرد‌آن‌بررسی

.‌ای‌از‌سطوح‌ناهموار‌بر‌روی‌فضای‌اقلیدسی‌استعبارتی‌تعمیم‌ساده‌به‌مینه‌ریمانی‌یك‌فضای‌نااقلیدسی‌وخ

‌[1]‌تواند‌به‌منابع‌مرتبط‌با‌هندسه‌دیفرانسیل‌مثلتردر‌مورد‌خمینه‌ریمانی‌می‌بیش‌تحقیقمند‌برای‌خواننده‌علاقه

‌.آیدحركت‌براونی‌روی‌خمینه‌ریمانی‌در‌پی‌می‌گردیفرانسیلی‌و‌نوع‌ارتباط‌بین‌عمل.‌مراجعه‌کند‌[11]‌و

 صورت‌‌این‌فرایند‌به‌ گر‌مشخصه‌ی‌‌گاه‌عمل‌فرایند‌ایتوی‌انتشار‌باشد،‌آن‌   فرض‌كنید‌

                 
               

      
                                                     (1)  

‌در‌آن‌تعریف‌می ‌كه ‌اولین‌زمان‌خروج‌                 شود ‌[91]‌است‌ از‌‌  ، گر‌‌عمل.

گر‌مشخصه‌‌این‌ضرایب‌عمل‌باكه‌‌مستقیمی‌دارد‌طوری‌ۀبا‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشار‌فرایند‌رابط(‌1)‌ۀمشخص

‌.این‌موضوع‌است‌ۀدهندنشان‌‌1ۀقضی.‌راحتی‌قابل‌محاسبه‌است‌فرایند‌به

اگر‌.‌موجود‌است‌(1)‌،‌حد     باشد‌كه‌برای‌هر‌‌ ای‌از‌همه‌توابع‌مجموعه‌  فرض‌كنید‌‌[:1]‌قضیه

‌و‌‌    گاه‌‌آن‌،پیوسته‌باشد‌و‌دوبار‌مشتق‌پذیر‌‌ ،‌یعنی‌       

               
  

   
 
 

 
         

   

      
                                            1 

    

 

‌كاربردهای‌عمل‌قبلاا‌‌کهچنان ‌یكی‌از ‌‌ذکرشد ‌براونی‌روی‌خمینه‌ گر ‌های‌ریمانی‌استساخت‌فرایند ‌ۀنحو.

‌:است‌صورتدینساخت‌این‌فرایند‌ب

کارت)‌و‌مختصات‌موضعی‌ متریك‌ با‌تانسور‌ ریمانی‌‌یحركت‌براونی‌روی‌خمینه‌یمشخصه‌گر‌عمل
1 

‌)

‌برابر‌           صورت‌به
  

 
گر‌لپلاس‌بلترامی‌عمل‌  است،‌كه‌در‌آن‌‌‌

16
‌صورت‌بوده‌‌و‌به‌

       
 

       
 

 

   
        

 

    
 

   
                                   

 

 11  

‌  ام‌معكوس‌ماتریس‌تانسور‌متریك‌     عنصر‌‌   ‌،            ازای‌‌كه‌در‌آن‌به‌،شودتعریف‌می

 صورت‌هتوان‌برا‌می     با‌کمی‌محاسبات‌جبری‌تساوی‌ .[7]است‌

   
 

       
   

 

   
 

        

 

   
 

   
  

 
 

       
    

 

   
 

        

 

    
 

   
            

 

   
 
 

   
   

   
 

       
 

 

   
             

 

   
      

  

      
 

 

   

 

   

 

   

 

   

 

گر‌مشخصه‌حركت‌براونی‌روی‌خمینه‌ریمانی‌‌این‌عمل‌بر‌بنا.‌ساده‌كرد برابر‌‌   

      
 

 
     

 

        
 

 

   
             

 

   
 
 

 
     

  

      
              11 

 

   

 

   

 

   

 

   

 

‌است ‌مقایس. ‌1)روابط‌‌ۀبا )‌ ‌11)و ‌انتشار‌حركت‌براونی‌روی‌خمینه‌می( توان‌دریافت‌كه‌ضرایب‌رانش‌و

‌:ترتیب‌عبارتند‌ازهب‌‌ ریمانی‌

)19(           
                                                 

                                                           
15‌Chart 
16 Laplace-Beltrami‌ 
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 13  

‌چنان ‌میکه ‌عبارت‌ملاحظه ‌رابطبیان‌(11)شود ‌عمل‌بین‌ضرایب‌رانش‌ۀگر ‌حركت‌براونی‌با ‌انتشار گر‌‌و

روی‌‌بررسی‌شدهاگر‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشارحركت‌براونی‌‌توان‌گفت‌که،‌میدیگرزبانی‌به‌.‌آن‌است‌ۀمشخص

‌ب‌عملتوان‌راحتی‌میمعلوم‌باشد‌بهیك‌خمینه‌ ‌ۀگر‌مشخص‌اگر‌عملبر‌عکس،‌.‌دست‌آوردهگر‌مشخصه‌آن‌را

‌در‌نتیجهگاه‌‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشار‌آن‌مشخص‌و‌معلوم‌باشد،‌آن‌بررسی‌شده‌یحركت‌براونی‌روی‌خمینه

‌.شود‌های‌بعد‌استفاده‌میرو‌و‌بخشاین‌ارتباط‌دو‌طرفه‌در‌بخش‌پیش‌.]99[‌دست‌‌آوردهرا‌بآن‌‌   توان‌می

‌

 براونی  روی چنبره حركت

‌باها‌طور‌كلی‌پروتئینهب.‌ها‌از‌مسائل‌بسیار‌مهم‌علوم‌زیستی‌استها‌و‌خواص‌آنپروتئین بررسیموضوع‌

ای‌دنباله‌باتواند‌اصلی‌پروتئین‌می‌ۀعلاوه‌زنجیربه.‌گیرنداتصال‌تعدادی‌اسید‌آمینه‌در‌زوایای‌مختلف‌شكل‌می

‌[1]‌،اخیراا‌[.‌2]‌قرار‌دارند،‌مشخص‌شود‌      ها‌در‌بازه‌كه‌هر‌دوی‌آن‌  و  دو‌سطحی‌‌ۀویااز‌جفت‌ز

بندی‌زوایای‌گاه‌برای‌مدلو‌آن‌توان‌معرف‌نقاطی‌روی‌چنبره‌در‌نظر‌گرفتزوایای‌فوق‌را‌می‌،نشان‌دادند

پلاسمیدها‌یی‌مین   ‌مانندجا‌كه‌ساختار‌بسیاری‌از‌پلیمرها‌از‌آن.‌مدل‌احتمالی‌معرفی‌کردند‌كدوسطحی‌ی

عنوان‌،‌یافتن‌خواص‌آماری‌این‌دو‌زوایه‌وقتی‌به[91]‌دوسطحی‌نمایش‌داده‌شوند‌های‌هویاتوانند‌با‌چنین‌زمی

‌علوم‌زیستی‌كند‌ۀن‌حوزاتواند‌كمك‌شایانی‌به‌محققمی‌،شوندمتغیرهای‌تصادفی‌در‌نظر‌گرفته‌می علاوه،‌به.

.‌منجر‌شود‌    تر‌ساختار‌پروتئین‌وبینی‌دقیقتواند‌به‌پیشبندی‌فرایندهای‌تصادفی‌روی‌چنبره‌میمدلنحوۀ‌

‌ ‌آن ‌بر ‌الگوریتم‌بررسیاضافه ‌ارائه ‌و ‌مانای‌فرایندهای‌تصادفی‌روی‌چنبره های‌آماری‌مناسب‌برای‌توزیع

‌شبیه ‌می   سازی‌از ‌آن‌های‌متناظر ‌اطلاعاتی‌مشابه ‌شبیهتواند ‌زیستی‌تحت‌عنوان ‌علوم ‌در ‌كه سازی‌چه

‌.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌،‌فراهم‌كند[2]‌رودكار‌می‌هها‌‌بگویی‌‌ساختار‌پروتئین‌مولكولی‌ساختاری‌معروف‌است‌و‌برای‌پیش

دایره‌‌‌ۀاز‌نقطه‌نظرهندسی‌چنبره‌سطحی‌است‌كه‌از‌چرخش‌یك‌دایره‌حول‌خطی‌‌صاف‌متعلق‌به‌صفح

از‌منظر‌ریاضی‌.‌صل‌كره‌استواضح‌است‌هنگامی‌كه‌محور‌چرخش‌قطر‌دایره‌باشد،‌شكل‌حا.‌شودتشكیل‌می

 صورت‌‌پارامتری‌‌توان‌بهچنبره‌را‌می

                                               

محور‌از‌مركز‌دایره‌که‌‌ۀفاصل)مركز‌دایره‌تا‌مركز‌چنبره‌‌ۀفاصل‌ ،‌      ،‌‌      نوشت‌‌كه‌در‌آن‌

نا‌به‌بطورکلی،‌‌به.‌[1]‌است(‌شعاع‌دایره‌کوچک)‌شعاع‌دایره‌دوار‌  و(‌شودبزرگ‌هم‌گفته‌می‌ۀشعاع‌دایر

قرار‌ای‌مدنظر‌سه‌نوع‌چنبره‌متفاوت‌وجود‌دارد‌که‌در‌این‌مقاله‌چنبره(‌هر‌دو‌مثبت)‌Rو‌‌‌rمقادیر‌متفاوت

توان‌یك‌مختصات‌موضعی‌برای‌چنبره‌می‌[11]‌بر‌‌چنبره‌یك‌خمینه‌ریمانی‌است‌و‌بنا.‌   که‌گیرد‌می

 صورت‌‌‌‌‌‌‌‌‌به

                   
 

 
      

 

 
        

برای‌‌     و‌معكوس‌آن‌‌   ماتریس‌تانسور‌متریك‌‌[1]‌چنین‌با‌محاسباتی‌ساده‌و‌براساس‌هم.‌تعریف‌كرد

 :‌ترتیب‌عبارتند‌ازاین‌چنبره‌به
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توان‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشار‌حركت‌براونی‌روی‌چنبره‌را‌محاسبه‌می(‌13)و‌(‌19)فاده‌از‌روابط‌اكنون‌با‌است

 :توان‌نوشتمیبا‌محاسباتی‌ساده‌.‌كرد

 
 

   
              

 

  
 
          

          
  

 

  
                   

 

   

 

 
 

  
 

 

       
    

‌و

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 
 

   
            

 

   

 
 

  
              

 

  
 
          

  
        

 
 

  
 
       

 
        

 :رو‌ضرایب‌رانش‌چنین‌فرایندی‌عبارتند‌ازاز‌این

      
 

         
               

     

         
 

     

           
 

‌صورت‌هتانسور‌متریك‌عناصر‌ماتریس‌انتشار‌بد‌که‌‌بنا‌به‌معكوس‌ماتریس‌کرتوان‌ملاحظه‌چنین،‌می‌هم

            
 

          
           

   
 

  
  

                   

          حركت‌براونی‌‌   در‌نتیجه‌.‌هستند
‌صورت‌‌هتوان‌برا‌می‌روی‌چنبره‌ 

            
   
   

   
 

 
     

            

      

 

        
 

 
 

 

  
    
    

             12  

‌ ‌آن ‌در ‌            نوشت‌كه ‌بعدی‌‌بیان‌ ‌حركت‌براونی‌دو ‌مختصات‌دكارتی)گر ‌در‌صفحه ‌.است(

‌.‌بک‌روی‌چنبره‌استفاده‌کرداولن-توان‌از‌این‌حرکت‌برای‌ساخت‌فرایند‌اورنشتایناکنون‌می

 

 بك روی چنبرهاولن-فرایند اورنشتاین

‌درچنان ‌میبخش‌كه ‌چنبره ‌روی ‌تصادفی ‌فرایندهای ‌از ‌شد، ‌بیان ‌قبل ‌مدلهای ‌برای ‌زوایای‌توان بندی

هایی‌با‌هدف‌حرکت‌بندی‌پدیدهیكی‌از‌فرایندهای‌تصادفی‌روی‌خط‌كه‌برای‌مدل.‌دوسطحی‌پروتئین‌بهره‌جست

‌تحت‌تاثیر‌نوفه)معین‌ ‌اما ‌می( ‌شوداستفاده ‌فرایند ‌روی‌خط‌است‌  ، ‌چون‌جهتاین‌از. گیری‌حرکتی‌رو،

‌بهپروتئین ‌نظر‌می‌به‌،سمت‌خاصی‌است‌ها ‌تحلیل‌فرایند ‌شناسایی‌و ‌معرفی، ‌‌  رسد زوایای‌‌باروی‌چنبره

همین‌منظور‌در‌ذیل‌با‌الهام‌از‌‌به.‌ها‌كمك‌كندبینی‌بهتر‌ساختارهای‌گوناگون‌پروتئین‌تواند‌به‌پیشدوسطحی‌می

‌.شوندبررسی‌میهای‌آن‌روی‌آن‌معرفی‌و‌ویژگی‌  حرکت‌براونی‌روی‌چنبره‌فرایند‌
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‌ ‌تبعیت‌از‌  برای‌ساختن‌فرایند ‌به ‌می[12]‌روی‌چنبره ،‌ ‌به‌ضریب‌‌           توان‌تابع را

-هاما،‌ب.‌بررسی‌کردیع‌مانای‌فرایند‌حاصل‌را‌اضافه‌كرد‌و‌سپس‌توز(‌12)‌ۀدر‌معادل‌  رانش‌فرایند‌تصادفی‌

  ‌جای‌این‌كار‌ما‌ابتدا‌یك‌تابع‌كلی‌مثل

  
اضافه‌كرده‌و‌سپس‌‌  را‌به‌ضریب‌رانش‌فرایند‌تصادفی‌‌‌       

توان‌واضح‌است‌که‌حالت‌خاص‌این‌تابع‌كلی‌را‌می.‌کنیممیتوزیع‌مانای‌فرایند‌حاصل‌را‌محاسبه‌و‌ارزیابی‌

‌.‌دست‌آورد‌هو‌توزیع‌مانای‌فرایند‌متناظر‌را‌ب‌کرداختیار‌             ‌برابر

 صورت‌‌هروی‌چنبره‌‌را‌ب‌  ی‌یك‌خانواده‌از‌فرایندهای‌   بنا‌به‌مطالب‌بال‌‌‌‌‌

  
   
   

   
 

 
  
  
       

     
            

       

 

        
 

 
 

 

  
    
    

         11  

‌می ‌كنیمپیشنهاد ‌ویژگی. ‌زیستی‌دارداین‌فرایند ‌های‌جالب‌ریاضی‌و ‌آن‌جنبه. ‌برای‌اما، ‌که ‌این‌فرایند ای‌از

‌امحقق ‌آمار ‌ریاضی‌ن ‌و ‌اهمیت‌باشد ‌است‌حائز ‌به‌‌ۀمحاسبممکن ‌آمای‌راجع ‌استنباط ‌چگونگی ‌و ‌مانا توزیع

‌.شودبه‌آن‌پرداخته‌می‌پارامترهای‌فرایند‌است‌که‌در‌بخش‌بعد

‌

‌بك روی چنبرهاولن-توزیع مانای فرایند اورنشتاین

          فرض‌كنید‌
‌‌   معرف‌فرایند‌  چون‌.‌است(‌11)‌ۀصورت‌رابطبه    روی‌چنبره‌با

.‌یك‌فرایند‌انتشار‌همگن‌است‌[11]‌به‌بنا‌رواز‌ایناست‌‌ این‌فرایند‌دارای‌ضرایب‌رانش‌و‌انتشار‌مستقل‌از‌

‌پیش‌این‌بر‌بنا ‌در‌معادله ‌مانای‌این‌فرایند ‌1)‌ۀمعادل)روی‌كولموگوروف‌‌توزیع ‌كندصدق‌می(( ‌آن. جاكه‌از

‌نیست‌محاسبروشی‌برای‌حل‌این‌معادله‌برای‌توزیع ‌موجود ‌ۀهای‌دو‌متغیره ‌‌ نیز‌تا‌‌  توزیع‌مانای‌فرایند

،‌ابتدا‌توزیع‌مذکورجای‌حل‌معادله‌‌هاز‌هم‌مستقل‌هستند‌ما‌ب‌  و‌‌  اما‌چون‌دو‌فرایند‌.‌حدودی‌مشكل‌است

‌باین‌مانای‌ ‌جداگانه ‌را ‌و‌سپس‌حاصل‌هدو‌فرایند ‌بهضرب‌آندست‌آورده ‌را ‌ها ‌  عنوان‌توزیع‌مانای‌فرایند

دهیم‌كه‌توزیع‌مانای‌فرایند‌است،‌نشان‌می‌که‌توزیع‌حاصل‌واقعاا‌‌اثبات‌این‌منظور‌در‌انتها‌به.‌گیریمدرنظر‌می

‌.كندصدق‌می(‌1)روی‌كولموگوروف‌‌شآن‌در‌معادله‌پی

را‌یك‌و‌شعاع‌دایره‌بزرگ‌(‌ )دست‌آوردن‌توزیع‌مانا،‌شعاع‌کوچک‌برای‌چنبرۀ‌منظور‌سهولت‌در‌به‌به

( ‌ )‌ ‌می‌9را ‌گیریمدرنظر .‌ ‌و ‌ثابت ‌مقادیر ‌این ‌به ‌توجه ‌رابط   با ‌11)‌ۀی ‌انتشار‌( ‌رانش‌و ضرایب

‌:صورت‌هستندروی‌چنبره‌بدین‌  هایی‌از‌فرایند‌‌عنوان‌مؤلفهبه‌  و‌‌  فرایندهای‌

      
  

  
       

     
           

                     

                                     
 

       
                            

توان‌توابع‌كه‌در‌بخش‌دوم‌ارائه‌شد‌می‌مطابق‌مطالبی.‌دست‌آوردرا‌به‌  توان‌توزیع‌مانای‌فرایند‌اکنون،‌می

‌:‌داریم(‌9)ابتدا،‌بنا‌به‌.‌دکررا‌برای‌این‌فرایند‌براحتی‌محاسبه‌‌     و‌    ،‌    
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 ترتیب‌برابر‌به‌    و‌‌    رو‌توابع‌‌از‌این

     
 

         
                       

‌و‌

              
 

      
              

  

 

‌‌برابر‌‌  این‌توزیع‌مانای‌فرایند‌‌بر‌بنا.‌خواهند‌بود

                                                                12  

‌است .‌          برای‌حالت‌خاص‌فرض‌كنید
  

‌‌   صورت‌درآن‌.‌             معادله‌)‌  فرایند

‌صورتبه(‌11

                 
     

          
       

‌برابر‌‌  توزیع‌‌مانای‌‌فرایند‌(‌‌12)بر‌‌و‌‌بنا‌                  كه‌‌‌اینبا‌توجه‌به.‌شودساده‌‌می

                                    

‌‌:صورت‌محاسبه‌كرددینرا‌ب‌  های‌مانای‌فرایند‌توان‌یكی‌از‌توزیع،‌می    حال‌با‌فرض‌‌.‌خواهد‌شد‌

                                          
    

     
  

 

 
                   

     
  

 

            11  

،‌با‌کمی‌محاسبات‌جبری‌از‌این‌رو.‌است‌    ساز‌توزیع‌ثابت‌نرمال(‌11)واضح‌است‌که‌مخرج‌كسر‌در‌

 صورت‌هتوان‌نشان‌داد‌که‌توزیع‌مانای‌فرایند‌در‌این‌حالت‌ب‌می

      
                                     

                      
               11  

‌.است‌ q تابع‌بسل‌اصلاح‌شده‌از‌نوع‌یک‌و‌از‌مرتبۀ‌      که‌‌.است

ترتیب‌این‌توابع‌به‌(9)‌بنا‌بر.‌را‌محاسبه‌میكنیم‌    و‌    ابتدا‌توابع‌‌  برای‌محاسبه‌توزیع‌مانای‌فرایند‌

 و‌      برابر‌

     
 

         
           

  برابر‌  در‌نتیجه‌توزیع‌مانای‌فرایند‌.‌هستند

                                               

 صورتبه‌      برای‌‌  انجام‌شد‌توزیع‌مانای‌فرایند‌‌  مشابه‌روندی‌که‌برای‌فرایند‌.‌است

              
    

       
  

 

 
         

            
  

 

 
 

  
                      11  

‌است ‌توجه‌به‌این. ‌با ‌‌یك‌  که‌توزیع‌مانای‌فرایند ‌امید‌ریاضی‌و‌واریانس‌آن‌‌      نواخت‌در‌بازه است،

و‌‌ترتیب‌برابر‌‌به
  

 
‌.هستند‌
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‌را‌(‌11)و‌‌(11)ۀ‌ضرب‌تابع‌چگالی‌با‌معادلاین‌با‌توجه‌به‌مطالب‌ذكر‌شده‌در‌ابتدای‌این‌بخش‌حاصل‌بر‌بنا

،‌توزیع‌      در‌‌ و‌‌ ازای‌‌یعنی،‌به.‌گیریمدر‌نظر‌می‌  و‌   ‌ۀلفؤبا‌م‌  عنوان‌توزیع‌مانای‌فرایند‌‌به

‌صورتپیشنهادی‌در‌این‌مقاله‌به ‌   مانای‌فرایند

                
 

  

                                     

                      
      91  

‌كه‌توزیع‌پیشنهادی‌‌بر‌آن‌اكنون‌بنا‌.است ‌برای‌ارزیابی‌درستی‌این‌ادعا ‌بیان‌شد، توزیع‌مانای‌(‌91)چه‌كه

‌ ‌‌  فرایند ‌با ‌11)صورت‌به‌   روی‌چنبره )‌ ‌است‌نشان ‌کافی ‌شودداست، ‌درمعادل‌اده ‌توزیع ‌این ‌ۀکه

‌آن‌صدق‌می‌پیش ‌شدنی‌هب‌مطالب‌ایناثبات‌‌.كندروی‌كولموگوروف‌متناظر‌با ‌اما صورت‌دستی‌کمی‌پرحجم

نویسی‌این‌امر‌با‌برنامه.‌ی‌جدید‌این‌موضوع‌بسیار‌آسان‌خواهد‌بودمحاسباتی‌کامپیوترولی‌با‌ابزارهای‌‌است

 .‌کامپیوتری‌انجام‌و‌صحت‌توزیع‌مانای‌تأیید‌شد

 

 گیریبحث و نتیجه

‌مدل ‌بررسی‌شدهبندی‌فرایندهای‌انتشار‌در‌فضاهای‌نااقلیدسی‌در‌این‌مقاله ‌از‌تانسور‌به. ‌استفاده ‌با ویژه،

‌.دست‌آمدبک‌روی‌چنبره‌بهاولن-های‌براونی‌و‌فرایندهای‌اورنشتاینمتریك،‌معادلت‌دیفرانسیل‌تصادفی‌حرکت

‌نحوبه ‌شدشبیه‌ۀعلاوه ‌توصیف ‌تصادفی ‌دیفرانسیل ‌معادلت ‌از ‌سازی ‌توزیع‌هم. ‌فرایند‌‌هایچنین مانای

بنای‌اصلی‌مواد‌شیمیایی‌اصلی‌پروتئین‌سنگ‌ۀجاکه‌زنجیراز‌آن‌.دشچنبره‌محاسبه‌بک‌روی‌اولن-اورنشتاین

‌می ‌انتظار ‌است ‌مدل‌متفاوت ‌زنجیررود ‌تصادفی ‌تغییرات ‌انتشار ‌فرایندهای ‌مناسب ‌اعمال‌‌،بندی نیازمند

‌باشدمحدودیت ‌نیز ‌دیگری ‌های ‌رو،. ‌این ‌میبه‌از ‌آتی ‌تحقیقات ‌فرایندهایعنوان ‌از ‌استفاده ‌چند‌‌توان انتشار

علاوه‌به.‌دکراصلی‌پروتئین‌را‌پیشنهاد‌‌ۀبینی‌بهتر‌زنجیرها‌برای‌پیشبستگی‌فضایی‌بین‌اتم‌متغیره‌همراه‌با‌هم

تواند‌موضوع‌تحقیقات‌شوند‌نیز‌میکار‌گرفته‌میدر‌فضای‌نااقلیسی‌به‌های‌دیگر‌که‌مستقیماا‌کارگیری‌تقریببه

-و‌مدلمدل‌این‌استنباط‌آماری‌راجع‌به‌پارامترهای‌ن‌موضوعات،‌نباید‌از‌علاوه‌بر‌ای.‌آینده‌در‌این‌حوزه‌باشد

‌.غافل‌شدرهای‌دیگ

 نابعم

1. Abramowitz M., Stegun I.A., ''Handbook of Mathematical Functions'', Dover, New York 

(1995). 

2. Armitage P., Colten T., ''Encylopedia of Biostatistics'', John Wiley and Sons, Chichester 

(2005). 

3. Yoshida K., '' Brownian Motion on the Surface of the 3-sphere'', Annals of Mathematical 

Statistics, 20 (1949) 292-296. 

4. Bourne P.E., Weissig H., ''Structural Bioinformatics'', John Wiley and Sons, NewJersey (2003). 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 a

t 2
2:

28
 IR

S
T

 o
n 

S
at

ur
da

y 
F

eb
ru

ar
y 

27
th

 2
01

6



 ‌03                 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌هاآماری‌دو‌فرایند‌انتشار‌روی‌چنبره‌و‌کاربرد‌آن‌بررسی

5. Boomsma W., Mardia K.V., Taylor C.C., Ferkinghoff-Borg J., Kroghand A., Hamelryck T., 

''A Generative, Probabilistic Model of Local Protein Structure'', Proceedings of the National 

Academy of Scienes, 105 (2008) 8932-8937. 

6. Bystroff C., Thorsson V., Baker D., ''HMMSTR: a Hidden Markov Model for Local Sequence-

Structure Correlations in Proteins'', Journal of Molecular Biology, 301 (2000) 173-190. 

7. Hsu E.P., ''Stochastical Analysis on Manifolds'', American Mathematical Society (2002). 

8. Ito K., ''Stochastic Integral'', Proceedings of the Imperial Academy of Japan, 20 (1944) 519-

524. 

9.  Ivancevic V.G., ''Applied Differential Geometry: a Modern Introduction'', World Scientific 

Publishing, Singapore (2007). 

10.  Jammalamadaka S.R., SenGupta A., ''Topic in Circular Statistics'', World Scientific Publishing, 

Singapore (2001). 

11.  Jost J., ''Riemannian Geometry and Geometric Analysis'', Springer-Verlag, Berlin, (2005). 

12.  Karatzas L., Steven E.S.,'' Brownian Motion and Stochastic Calculus'', Springer-Verlag, 

New York (1991). 

13.  Karlin S., Taylor H.M., ''A Second Course in Stochastic Processes'', Academic press, New 

York (1981). 

14.  Kent J.T., ''Discussion of Professor Mardia's Paper'', Journal of the Royal Statistical Society, 

Series B, 37 (1975) 377-378. 

15.  Kloden P.E., Platen E., ''Numerical Solution of Stochastic Differential Equations'', Springer-

Verlag, Berlin (1992). 

16. Krantz S.G., ''Differential Equations'', Demystified, McGraw-Hill (2004). 

17.  Kuo H.H., ''Introduction to Stochastic Integration'', Springer, New York (2006). 

18.  Mao X., ''Stochastic Differential Equations and Their Applications'', Horwood, Chichester 

(1997). 

19.  Mardia K.V., Jupp P.E., ''Directional Statistics'', John Wiley and Sons, Chichester (2000). 

20.  Oksendal B., ''Stochastic Differential Equations: An Introduction with Applications'', 

Springer-Verlag, Berlin (2005). 

21.  Platen E., Heath D., ''A Benchmark Approach to Quantitative Finance'', Springer-Verlag, 

Berlin (2006). 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 a

t 2
2:

28
 IR

S
T

 o
n 

S
at

ur
da

y 
F

eb
ru

ar
y 

27
th

 2
01

6



 های‌ریاضی‌مصاحب‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌   ‌1314و‌تابستان‌،‌بهار1،‌شماره‌1جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                44
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

22.  Rogers L., Williams D., ''Diffusion, Markov Processes and Martingales1'', Cambridge 

University Press, Cambridge (2000).  

23.  Simons K.T., Kooperberg C., Huang E., Baker D., ''Assembly of Protein Tertiary Structures 

from Fragments with Similar Local Sequences Using Simulated Annealing and Bayesian 

Scoring Functions'', Journal of Molecular Biology, 268 (1997) 209-225. 

24.  Soize C., ''The Fokker-Planck Equation for Stochastic Dynamical Systems and Its Explicit 

Steady State Solutions'', World Scientific, Singapore, (1994). 

25.  Thaokar R.M., ''Brownian Motion of a Torus", Colloids and Surfaces A: Physicochem, 

Engineering Aspects, 317 (2008) 650-657. 

26. Uhlenbeck G.E., Ornstein L.S., ''On the Theory of Brownian Motion'', Physics Review, 36 

(1930) 823-841. 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 a

t 2
2:

28
 IR

S
T

 o
n 

S
at

ur
da

y 
F

eb
ru

ar
y 

27
th

 2
01

6


